
定积分及其应用

定积分的概念与性质

定积分问题引例

1.曲边梯形的面积

设函数 y=f（x）在区间[a，b]上非负且连续，由曲线 y=f（x）及直线 x = a， x = b 和 x 轴所围成的平面图

形称为曲边梯形，其中曲线 y=f（x）称为曲边，x轴上对应于区间[a，b]的线段称为底边.（如图 6.1 所示）.

下面我们考虑如何计算曲边梯形的面积 A .不难发现，计算的难点在于曲边 y=f（x）是曲线，因为如果曲边

改为直线，用初等几何知识即可求得其面积.这样，如何处理曲边的弯曲性就成为解决问题的关键.能否“以

直代曲”呢？若在整个区间[a，b]上这样做，显然误差太大.能否将区间[a，b]分成若干个小区间，在小区间

上“以直代曲”呢？由函数的连续性可知，自变量变化很小时，相应的函数值变化也很小.因此，在小区间上

“以直代曲”误差会小得多，但毕竟还有误差.怎样才能获得曲边梯形面积的精确值呢？由于对区间[a，b]分

割得越细，产生的面积的误差就越小，因此取极限就可获得面积的精确值.基于以上分析，我们可按如下的步

骤来计算曲边梯形的面积：

第一步：分割.在区间[a，b]内任意插入 n −1 个分点：



2.变速直线运动的路程

设物体以速度 v = v（t）作变速直线运动，现在求时刻 t = a 到 t = b 这段时间内物体经过的路程 s .

由于速度 v = v（t）随时间而变化，所以不能按匀速直线运动的情形来计算.如何处理变速是问题的关键.可

以设想，在一段有限的时间区间[a，b]内速度 v = v（t）可能有较大的变化，但在很小的一段时间内，通常

速度是不会有很大变化的（速度函数是连续的）.因此，在很小的时间区间上可近似看作匀速运动（以不变代

变）.具体解决步骤如下：

以上两个问题，一个是几何问题，一个是物理问题，具体内容虽然不同，但在处理问题的过程中所遇到的困

难及克服困难所用的方法都是完全一样的.问题的结果，从数量上看，最终都归结为求“和式”的极限.事实

上，在各个科学领域中还有许多量需要采用类似的方法去计算.例如，曲线段的长度，旋转体的体积，变力作

功以及经济学中的某些量等，对这些量的计算在数量上最终都归结到与上述两例相同形式的和式极限的计算

问题.这样在数学上需要建立一个数学模型，从而产生定积分的概念.

定积分的概念

根据定积分的定义，前面所讨论的两个实际问题分别表述如下：

关于定积分的定义，还应注意以下几点：

（1）定积分是一种和式的极限，其值是一个确定的实数，它的大小与被积函数 f （x）和积分区间[a，b]



有关，而与积分变量用哪个字母表示无关.即

（2）定积分是一个确定的数值，而不定积分是一族函数，这是定积分与不定积分的本质区别.

（3）在定积分的定义中，规定了 a<b.如果 a≥b，补充规定：

（4）如果函数 f（x）在区间[a，b]上的定积分存在，即和式的极限存在，就说 f（x）在区间上[a，b]是可

积的.怎样的函数才可积呢？要求和式的极限存在，且与区间的分法和点 i 的取法无关，这样一个和式极限问

题讨论将是很复杂的.为此仅给出下面定理，不要求证明.

定积分的几何意义



注意：定积分的几何意义有两方面的应用

（1）利用面积求定积分；

（2）利用定积分求（或表示）面积：

若在[a，b]上 f （x）≥0 （如图 6.3），则曲线 y = f （x）和直线 x = a， x = b，y = 0 所围图形面积为

若在[a，b]上 f （x）≤0 （如图 6.4），则曲线 y = f （x）和直线 x = a， x = b，y = 0 所围图形的面积

为

若在[a，b]上 f （x）有时正有时负（如图 6.5），则曲线 y = f （x）和直线 x = a， x = b，y = 0 所围图

形的面积 A 就是曲线在 x 轴上方的定积分减去在 x 轴下方的定积分所得之差，即

例 根据定积分的几何意义，求 
1

0
xdx .

定积分的性质

这一结论可以推广到任意有限多个函数代数和的情况.

这一性质说明定积分具有可加性.不管 c 在[a，b]内，还是在[a，b]外，这一性质都成立.



例 试用定积分表示下列图中阴影部分的面积（如图 6.8）




